Ogoblna teoria caltki
Lista 2

Zad 1. Udowodni¢, ze ciagi funkcji f, sa zbiezne prawie wszedzie (wzgledem miary
Lebesgue’a) na R oraz wyznaczy¢ ich granice.

a) fule) = sin"(z),
b) fulz) = {/cosal,

C) fn(m) — e—nsinﬂm .

Zad 2. Niech E = |0,2]. Sprawdzi¢, czy ciag funkcji { f, }nen zbiega prawie wszedzie na
E do funkcji ciagtej. Skonstruowa¢ podzbior M C E taki, aby ciag {f,}nen zbiegal na
M jednostajnie.

Definicja. Niech (X, X, ) bedzie przestrzenia z miara i niech f,,f : X — R beda
funkcjami mierzalnymi. Powiemy, ze ciag { f, }nen zbiega do f wzgledem miary p, gdy

Voo lm p({a € X : |fu@) = S(a)| > €h) = 0

Bedziemy wtedy pisa¢ f, —— f.
Zad 3. Pokazaé, ze jezeli f, —— fi f, —— g, to f = ¢ prawie wszedzie.

Zad 4. Pokazac, ze jezeli f, —— f i f, zbiega do g prawie wszedzie, to f = g prawie
wszedzie.

Zad 5. Poda¢ przyktad ciagu funkcji zbieznego wzgledem miary, ktory nie jest zbiezny
prawie wszedzie.

Zad 6. Udowodni¢, ze zbiezno$¢ prawie wszedzie na przestrzeni z miarg skonczona po-
cigga za sobg zbiezno$¢ wzgledem miary.

Zad 7. Niech (N, 2" ;1) bedzie przestrzenia z miara liczaca. Pokazaé, ze zbieznosé¢ wzgle-
dem miary w tej przestrzeni rbwnowazna jest zbieznosci jednostajne;j.

Zad 8. Korzystajac z poprzedniego zadania poda¢ przyktad ciggu funkcji mierzalnych
zbieznego prawie wszedzie, a nie zbieznego wzgledem miary.

Zad 9. Niech f, % fi g, - ¢. Pokaza¢, ze
a) |ful = 11,
b) futgn — [y,

¢) (fu)* == f.



