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Lista 2

Zad 1. Udowodni¢, »e ci¡gi funkcji fn s¡ zbie»ne prawie wsz¦dzie (wzgl¦dem miary
Lebesgue'a) na R oraz wyznaczy¢ ich granice.

a) fn(x) = sinn(x),

b) fn(x) = n
√
| cos x|,

c) fn(x) = e−n sin πx2
.

Zad 2. Niech E = [0, 2]. Sprawdzi¢, czy ci¡g funkcji {fn}n∈N zbiega prawie wsz¦dzie na
E do funkcji ci¡gªej. Skonstruowa¢ podzbiór M ⊂ E taki, aby ci¡g {fn}n∈N zbiegaª na
M jednostajnie.

a) fn(x) = (x
2
)n

b) fn(x) = sinn(πx),

c) fn(x) = t2(sin t2)n,

d) fn(x) = ( 2
π
arctg t)n + (sin 2t)n.

De�nicja. Niech (X, Σ, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ i niech fn, f : X → R b¦d¡
funkcjami mierzalnymi. Powiemy, »e ci¡g {fn}n∈N zbiega do f wzgl¦dem miary µ, gdy

∀ε>0 lim
n→∞

µ({x ∈ X : |fn(x)− f(x)| > ε}) = 0.

B¦dziemy wtedy pisa¢ fn
µ−→ f .

Zad 3. Pokaza¢, »e je»eli fn
µ−→ f i fn

µ−→ g, to f = g prawie wsz¦dzie.

Zad 4. Pokaza¢, »e je»eli fn
µ−→ f i fn zbiega do g prawie wsz¦dzie, to f = g prawie

wsz¦dzie.

Zad 5. Poda¢ przykªad ci¡gu funkcji zbie»nego wzgl¦dem miary, który nie jest zbie»ny
prawie wsz¦dzie.

Zad 6. Udowodni¢, »e zbie»no±¢ prawie wsz¦dzie na przestrzeni z miar¡ sko«czon¡ po-
ci¡ga za sob¡ zbie»no±¢ wzgl¦dem miary.

Zad 7. Niech (N, 2N, µ) b¦dzie przestrzeni¡ z miar¡ licz¡c¡. Pokaza¢, »e zbie»no±¢ wzgl¦-
dem miary w tej przestrzeni równowa»na jest zbie»no±ci jednostajnej.

Zad 8. Korzystaj¡c z poprzedniego zadania poda¢ przykªad ci¡gu funkcji mierzalnych
zbie»nego prawie wsz¦dzie, a nie zbie»nego wzgl¦dem miary.

Zad 9. Niech fn
µ−→ f i gn

µ−→ g. Pokaza¢, »e

a) |fn|
µ−→ |f |,

b) fn ± gn
µ−→ f ± g,

c) (fn)+ µ−→ f+.


